Licenciatura en Matematicas
Soluciones del examen parcial de Calculo de junio de 2002

Problema 1 (2 puntos). Consideremos la sucesion de funciofiés} dada por
fo(x) = € OVX)’ (xeRE, neN)

(a) Calcular el campo de convergencia puntual de la sucesién asi como la funcién limite. ¢ Hay con-
vergencia uniforme en todo el campo de convergencia puntual?

(b) Estudiar la convergencia uniforme en los intervalos de la fdom@d], donde 0< o < 3 < 1.

Solucién.(a) Parax# 0y x # 1, se tiene quéx— /X)? > 0y, por tanto,—n?(x— /X)? — —oo, por lo que
rI]’lrro10{ fa(X)} = 0. Como, ademas, para tode N es f,(0) = f (1) = 1, se sigue que la sucesiff,(x)}

converge para todocR}. Por tanto, el campo de convergencia puntudl fi¢ esR . La funcién limite,
f: R} — R viene dada por:

f(x) = lim{f,(x)} =

nN—oo

1 six=0 osix=1
0 siO£x#1

Es sabido que la convergencia uniforme conserva la continuidad. CoR ks funcionesf, son con-
tinuas y la funcion limite es discontinua, concluimos que la sucgsighno converge uniformemente
enRy.

(b) Sea 0< a < B < 1. Para todo € [a, B] se tiene que (x) = 0 por lo que|fn(X) — f(X)| = fa(X). En
consecuencia

sup{|fa(x) — f(x)| : x€[a,B]} = sup{ fa(X) : x€ [a,B]} = max{ fa(X) : x€ [a,B]}

Donde se ha usado que toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza un maximo
absoluto en dicho intervalo. Confa(x) = exp(—n?(x? +x— 2x,/X)) es derivable, su maximo absoluto

en[a, B] se alcanzara o bien en los extremos del intena]@, o en algun punto dex, [ donde se anule

la derivada. Como

f/(X) = —n?(2x41—3v/X) exp(—N? (X2 +X— 2%/X) ) = —N2(2y/X— 1) (v/X— 1) exp(—Nn? (X2 +X— 2X/X))

se sigue que los Unicos puntos donde se anula la derivada-sdry x = 1/4. Ademasf, (x) < 0 para
0<x<1/4y fi(x) >0 para ¥4 < x < 1. Deducimos qué, tiene un minimo relativo er= 1/4 (de
hecho, erx = 1/4 la funcidnf, alcanza su minimo absoluto en el intervlal]). Concluimos que

max{ fn(x) : x€ [0, B} = max{ fn(at), fa(B) }

y, puesto qu€g fo(a)} y {fn(B)} convergen a cero, deducimos quéxf,(x) : xe[a,B]} — 0, esto es,
la sucesion f,} converge uniformemente éa, 3.
En la siguiente grafica se representan las primeras seis funciones de la sucesion.
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Problema 2 (2 puntos). Comprobar que la ecuacion
Xyz+ser(z—6) — 2(x+y+x%y?) =0

define azcomo funcién implicita déx,y) en un entorno dél, 1), conz(1,1) = 6. Comprobar quél, 1)
es un punto critico de la funci@n= z(x,y) y decir si se trata de un maximo relativo, minimo relativo o
punto de silla.

Solucién. Pongamosf (x,y,z) = xyz+ ser(z— 6) — 2(x+y+ x2y?) que es una funcién con derivadas

. . f f
parciales continuas de todo orden. Tenemos%%l& Xy+ cogz— 6), por lo que%(l, 1,6)=2+#0.

Como, ademasf (1,1,6) = 0, el teorema de la funcién implicita garantiza que hay una funcién con
derivadas parciales continuas de todo ordeyy) — z(x,y), definida en un entorndl, de(1,1) tal que
z(1,1) =6,y

f(x,y,z(x,y)) =0 paratodo(x,y)€U.

Derivando esta identidad tenemos que:

of ofoz 2 0z
&+E&_yz—2(1+2xy )+(xy+cos(z—6))&—0 (1)
of ofoz 2 0z
FyJFE@_XZ_Z(lJFZX y)+(xy+cos(z—6))@—0 (2)

Donde las derivadas parciales de la funcion implizitaz(x,y) estan calculadas en un purgioy) €U y

las def estan calculadas en el puritgy, z(x,y)). Haciendx=y=1,z=z(1,1) = 6, en las igualdades
0z
dy
Derivando respectosala identidad (1) tenemos que:

. , 0z .
anteriores, se obtiene q%gz‘((l, 1) = —(1,1) =0, esto es(1,1) es un punto critico de= z(x,y).

oz 0z\ 0z 0%z
Yax —4y“+ (y—ser(z— G)ax) I + (xy+cogz— 6»@ =0
Derivando respectoala identidad (2) tenemos que:
2
ng, —4x% <x ser(z— 6)3)2/) g; + (xy+cogz— 6))3; =0
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Derivando respectola identidad (1) tenemos que:

2
z+yg)Z/8xy+ (xser(zG)aZ> a—z+(xy+cos(z—6))£ =0

dy ) ox oxoy
. . . 0z 0z
Haciendox =y =1, z= 6, en estas igualdades y teniendo en cuentaﬁ(lqé, 1) = a/(1, 1) =0, se
obtiene: 52 52 52
z z z
W(l,l)—a—yz(l,l)—Z, m(lﬂ)—l

Por tanto, la matriz hesiana de- z(x,y) en el punto(1,1) es igual a

2.1
1,2
cuyos dos determinantes principales son positivos, por lo que la fumeidnx,y) tiene un minimo

relativo en el punt@l1,1).

Problema 3 (1 punto). Seau = x*y+y°Z> 4 ¢ (x/y), donde

X=1+rsée
y=rs?e
z=r2ssen

Calculargz cuandar = 2,s=1,t = 0, sabiendo qué’(3/2) = —1.

Solucion.
du_ dudx dudy udz
ds 0x0s 0yods 0z0s
= (&3y+ ¢’ (x/y)1/y) ré+ (xX* +2yZ + 0/ (x/y) (—x/y?)) 2rse™* +-3y*Zr?sert
Parar = 2,s=1,t =0 se tiene quex = 3,y = 2, z= 0. Sustituyendo estos valores en la expresion

. ; 0
anterior, asi com¢’(3/2) = —1, resulta quea—: = 758.

Problema 4 (2 puntos).Hallar los puntos de la curva
X2 —xy+y?—2=1
X¥+y?=1

gue estan mas proximos al origen de coordenadas.

Solucién.El problema consiste en calcular los puntos donde la funéiény, z) = x? +y? + z? alcanza
un minimo absoluto cuando las variabley, z verifican las condiciones:

X —xy+y -2 =1
Xy =1
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Se trata, pues, de un problema de extremos condicionados. Lo primero que observamos es que las dos
condiciones anteriores pueden escribirse de forma equivalente como:

Xy+7Z =0
X+y?—1=0

La funcién de Lagrange eB(X,Y,z A, 1) = X%+ y? + 2% + A\ (xy+ Z2) + U(x? + y? — 1). Calculemos los
puntos criticos de la funcién de Lagrange.

oF
&:2x+y)\+2xu:0 (1)
oF
oF

oF
a:xy+22=o (4)

oF

Fik 241y —1=0 (5)

La ecuacion (3), que puede escribigé + A) = 0, conduce a una disyuntiva: o bienes 00z#0y
A = —1. Consideremos ambas posibilidades.

GADND o ay
O ::l:l7)\:07u:—1

Obtenemos asi los punt¢£1,0,0,0,—1) y (0,£+1,0,0,—1).

#Og)\_—lxy<01:gl_ 1y+“) Zy(lXJr“)

2 5) 1 o -3 +1
y’ V=15 = H=52= 5

Obtenemos asi los punt6s/v/'2, —1/v/2,+1/v/2,—1,-3/2) y (=1/v/2,1/v/2,+1//2,—1,-3/2).

Por tanto, los puntos de la curva dada que estan mas préximos al origen hay que buscarlos entre los pun-
tos a=(+1,0,0),b = (0,+£1,0),c = (1/v2,-1/v2,+1/v2),d = (-1/v/2,1/v/2,41/+/2). Como
f(a)=f(b)=1< f(c) = f(d) =3/2, se sigue que los puntos buscados son los partogt1,0,0) y
b=(0,+£1,0).

Comentario 1.Observa que la curva dada

={(xy,2eR3: xy+Z =0, ¥ +y* =1}

es un conjunto compacto @&? puesl” es un conjunto cerrado y también acotado. Como la funéion
es continua, el teorema de Weierstrass de valores maximos y minimos garantizalgaeza e un
valor maximo y un valor minimo absolutos. El valor minimo lo alcahzm los puntosiy b, y el valor
maximo en los puntosy d.

Comentario 2. También se puede resolver este ejercicio como sigue. Se trata de calcular los puntos de la
curvall dondef alcanza un valor minimo. Dicho, en otros términos, calcular los puntos donde la funcién
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restriccionde f al’, h= fir, alcanza un valor minimo. Como pdpay, z) €I esx’+y? =1, tenemos que
h(x,y,z) = x? +y?+ 722 = 1+ 7 que, evidentemente, alcanza un valor minimo cuand®. Volvemos a
obtener asi los puntasy b.

Observa también qui(x,y,z) = 1+ 7z sera maximo cuando lo seg = |xy|. Por tanto, el maximo
de h se alcanza cuanday| es maximo con la condicion de qué+y? = 1. Pero es bien sabido que
Xyl < (% +¥?) y se alcanza la igualdad si, y s6lo i, = |y|. Las condicionegx| = |y|, X2 +y> =1y

72 = —xyllevan a obtener como puntos de méaximo paen[ los puntoy d.

Problema 5 (2 puntos). Calcular la integral

ff & d(x,y,2) donde A= {(x,y,2) €R® : X2 +y? < 2xz X’ +y?* < 2X, 0< z< 2}
A

Solucién.Observa que

A={(xy,2) ER3: X2+ y?* < 2%, ¥ +y* < 2xz 0< z< 2}
={(xy.2 €R®: (x—1)°+y* <1, (*+y’)/2x <2< 2}

Representando p@((1,0),1) el disco erR? de centro eri1,0) y radio 1, tenemos que:
A= {(xy,2) €R3: (x,y)€D((1,0),1), (X*+y?)/2x<z<2}

Por tantoA es un conjunto de tipo | éR3. Tenemos, aplicando el teorema de Fubini:

weld(xa% = H { j &dz] d

x2+y?) /2%

:ezn— f exp(( +y?)/2x) d(

ff (e# —exp((x*+y?)/2x)) d(x,y)

Donde hemos tenido en cuenta queff d(x,y) = 1t (&rea del circul®((1,0),1)).

D((1.0),1)
Para calcular la ultima integral pasamos a coordenadas polares. Tenemos

D((fo) . exp((¢+y?)/2x) d(xy) = fo pexp(%) d(p,9)

Donde
B={(p,8)eR" x [-1 10 : (pcosd,psend) e D((1,0),1)} =
— {(p,9) €R* x [~ 7 : (pcosd — 1)>+p?serf 9 < 1} =
= {(p.9)€R" x [-TL T : p< 20089, ~T/2< 9 < T/2}

Por tanto, aplicando otra vez el teorema de Fubini, resulta:

0 /2 12cosd o
[Joern(zeg) 0= [ | T pon(y) oo oo
B -T2 0
/2 /2
= | 4co$8d9 =2 [ (1+cog29))d9 =2
—1/2 —1/2
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Donde,integrando por partes, hemos calculado (ﬁ(fe()ep —A?) es una primitiva dee®/*, por lo que
A

fpep/A dp = A?. Naturalmente) = 2 cosd. Conluimos finalmente que:
0

ff & d(x,y,2) = &n—2n= (€ - 2)1t
A

Comentariol. Alternativamente, podemos aplicar el teorema de Fubini integrando por secciones de
altura fija. Tenemos que
A={(xy,2)eR3: (xy)€A(2), 0<z< 2}

donde
A@2) = {(xy)eR?: (x—1)2+y? <1, (x—22+y? < 2} =D((1,0),1)ND((z,0),2)

Por tanto:

fff e d(x,y,2)
A

dz=

1 2
ffezd(x,y)] dz:f [ ff ezd(x,y)] dz+f { ff e“d(x,y)
0 |D((z0),2) 1 [D((10),1)

A2)

Ot O—n

2
lezezdz+fnezdz: me—2)+ e —e) = (€€ —2)
1

Aqui puedes ver las representaciones gréficas del cilindro y del coRS da ecuaciones respectivas
(Xx—1)2+yY?=1yx2+y>=2xz

-0.5

0.5

JLERVEARURTATATNRNRANRRRARRANARY

2

El conjuntoA es la parte que quedientrodel cono y del cilindro y por debajo del plaze= 2. Aqui
puedes ver una representacion grafica que te permite hacerte una idea del mismo.
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Problema 6 (1 punto). Resolver la ecuacion diferencialx 2 y? +xyy = 0 sabiendo que admite un
factor integrante de la forma= p(x).

Solucién. Escribiendo la ecuacion de la forngax 4 y?)dx+xydy= 0, la condicion para qug = p(x)
sea un factor integrante es que

0 0
oy MO (X)) = 5 (M)

Por tantqu= p(x) debe satisfacer la ecuacion diferencigligx) = yp(x) + xy! (x), esto espi(x) = X' (x)
la cual, evidentemente, se verifica pg(&) = x.

Multiplicando poru(x) = x la ecuacion diferencial dada, obtenemos la ecua@efi+ xy?)dx+ x?ydy= 0
que ya es una ecuacion diferencial exacta cuya solucion, dada implicitamente en lgfarga= C,
se calcula de la manera usual. Debera cumplirse que:

‘wg)((’w = 2¢C + Xy => O(X,y) = f(2x2+xy2)dx+ h(y) = §x3+ %X2y2+h(y)

dondeh(y) es una funcion dg que calculamos por la condicion

99 (x,y) 2 0 2x3 1, 2
_ 7 = = — — — h — h/ h/ = O
oy = XY=y (XY HhY) ) =Xy ) = ()
Luegoh(y) es una funcién constante, Concluimos que la solucién de la ecuacion diferencial es la familia
de curvas dada implicitamente poc®4- 3x?y? = C dondeC es una constante arbitraria.
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